A Matematika, mint a tudatos gondolkodas miivészete

] A cim magyarazataval kell kezdeniink: ebben az irdsban
| szeretnénk 4&rnyalni a matematikarol kialakult kozképet, és
| szeretnénk bemutatni a matematika (mint kortars tudomany)
| néhany kevésbé ismert aspektusat. Megkiséreljiik kifejteni, hogy
egy tagabb perspektivabdl nézve, mi is a matematika, milyen
fobb mozzanatai vannak a matematikai megismerésnek, illetve,
hogy a matematikus munka kdzben milyen szellemi, és érzelmi
folyamatokon megy keresztiil. Bizunk benne, hogy sikeriil
néhany — sajnos, sz€les korben elterjedt — félreértést tisztaznunk.

Talan evoluciés eredete lehet az emberiség régi vagyanak: mindannyian meg szeretnénk érteni
aminket koriilvevd valdsagot, hogy eligazodjunk benne. Gondolkodasunk képes tiikrozni a valosag
egy-egy szeletét, alkotd fantaziank pedig — e tudati tiikkorképre alapozva — képes olyan helyzeteket
is végiggondolni, elemezni, melyek valojaban nem torténtek meg, nincs roluk kdzvetlen
tapasztalati élményiink.

A valdsag ilyen tiikkrozésére, modellezésére harom nagy szellemi irdnyzat alakult ki: a teoldgia,
a mivészetek és a tudomanyok. Mindegyik iranyzat célja a valdsag el6bb emlitett leirdsa,
tovabbgondoldsa, magyardzata. E hirom irdnyzat koziil most a tudoményra, azon belil is
a matematikéra, a matematikai megismerésre koncentralunk.

1. Mi a matematika?

Elészor azt kell tisztizni, hogy mi is a matematika. Altalanos iskolaban egy tantargy; akik
alaposabban elmélyednek benne, azok szamara egy gondolkodasmodd, és akik felsébb szinti
tanulmanyaikban, munkajukban a matematika irant kotelezédnek el, azok szamara egy életforma.
Alabb igyeksziink ennek az életformanak valamilyen hangulati elemét érzékeltetni. Arra
toreksziink, hogy ezt az iromanyt viszonylag roviden tartsuk, ezért bizonyos gondolatokat nem
fejtink Ki teljes részletességgel. Emiatt jocskan maradhat szovegiinkben filozofiai szempontbol
vitathatd vagy hianyolhatd részlet. Tisztaban vagyunk az ilyen kritikak jogossagaval,
e pontatlansagokat egy joval hosszabb szovegben lehetne megprobalni kikiiszobolni.

Talan egyszeriibb arra valaszolni, hogy mi nem azonos a matematikaval. A matematika — mint
jelenleg is alakulo, fejléddé tudomany — egészen mas, sokkal tobb annal, mint amit kozépiskolai
tanulmanyaink soran megismertiink. A matematika nem egyszerii szabaly-gylijtemény, és nem
azonos az egyenletek gépies — és ismerjiik be: olykor, unalmas és szaraz — megoldasi modszereivel.
A kozépiskolai matematika tananyaga természetesen része a matematikanak, de tilnyomo hanyada
tartalmaban is, komplexitasaban is, tobbszaz éves elmaradasban van a matematikatol, mint kortars
tudomanytol.

A tobbszaz év késés ellenére e teriiletek mondandoi ma is érvényesek, de sajnos a kdzoktatas
keretei kozott nem mindig sikeriil atadni azt az intellektualis 6romot, mellyel a matematikai
megismerés az utdbbi évszazadok soran gazdagitotta az emberiséget.



2. A Matematikai megismerésrol

A matematikai megismerés folyamata két f6 részre tagolhatdé: modellalkotasra, valamint
e modellek elemzésére, vizsgalatara. A két folyamat természete 1ényegesen kiilonbozik egymastol.

2.1 Keretrendszer a modellalkotashoz, fogalomalkotashoz.

Egyrészt, a matematika — mint a tudatos gondolkodas miivészete — nagyon megengedd. Biztositja
a fogalmi kereteket a valosag (egy szeletének) modellezésére, de e keretek annyira altalanosak,
annyira absztraktak, hogy matematikai (deduktiv) gondolkodasformakkal szinte minden kell6
igényességgel megfogalmazott kérdéskor megvizsgalhatd. Rugalmassagat szamtalan példa
illusztralja:

e Az Ogorog filozofia a mechanikat Zénon paradoxona miatt matematikai vizsgalatra
alkalmatlannak tartotta, a klasszikus fizika mégis matematizalodott.

e A véletlen jelenségekkel kapcsolatban sokaig az a nézet volt uralkod6, hogy ezek annyira
szeszélyesek, hogy a matematika szigoru, kivételt nem ismerd szabalyaival tudatunk
nem férhet hozza a véletlen igazi természetéhez. Mara a valoszinliségszamitas
a matematika klasszikus fejezetévé valt.

e Kozgazdasagi, szociologiai, és mas tarsadalomtudomanyi kérdésekkel kapcsolatban is
azt gondoltak, hogy azok képlékenységiikk miatt matematikai eszkozokkel nem
vizsgalhatok. Ezzel szemben mara e teriiletek matematizalodasa is megkezdédott, és
messzire jutott.

e A 20. szazad elején létrejott a matematikai logika bizonyitdselmélet nevi fejezete,
melynek segitségével maga a matematikai megismerés vizsgalhatd matematikai
modszerekkel. A bizonyitaselmélet klasszikus eredményeinek hatalmas az
ismeretelméleti jelentdsége: a megszokott matematikai precizitassal szabnak elvi
korlatokat a matematikai megismerés szamara.

A sort folytathatnank olyan példakkal, mint a matematikai (kombinatorikus) kémia, vagy
a genetika. Az emberiség kulturtdrténetének utobbi tizezer évének tapasztalati ténye, hogy ha egy
kérdéskorrol kelld igényességgel kezdtek gondolkodni, akkor elobb-utobb megnyilt a lehetdség
a tertilet matematikai eszk6zokkel valo vizsgalata el6tt is. Ha az adott kérdéskor kiviil esett az adott
korban miivelt matematika keretein, akkor parbeszéd indult meg a problémakdr specialistai
(szaktudosai) €s a matematikusok k6zott; €s a parbeszéd eredményeként 1étrejott a problémateriilet
matematikai modellje: ami régebben nem volt matematikai eszkdzokkel vizsgalhato, az az 1j
fogalmi keretek kozott vizsgalhatova valt: matematizalodott.

A parbeszéd kezdeti szakaszaban altaldban az a szkeptikus vélemény van tulsulyban, hogy a
kérdéskor matematikai eszkozokkel nem vizsgalhatd, mégpedig a matematikai fogalmak
rugalmatlansaga, életidegensége, tulzottan absztrakt jellege, illetve altalaban, a matematikai
megallapitasok korlatozott érvényessége miatt.

A matematizalddas kozépso fazisaban az a nézet valik uralkodova, hogy a ,,régi matematika”
kereteit szét kellett fesziteni, dogmait meg kellett haladni, és egy ijabb, érvényesebb, mélyebb,



»igazibb” igazsdgokon alapuld matematikat kell (vagy kellett) 1étrehozni, ha ez egyaltalan
lehetséges.

Végiil, a befejezd fazisaban az 1j teriilet a matematika egy ,,szokasos” fejezetévé nemesedik,
kiépiilnek a kapcsolatok a matematika tobbi teriiletével, és teljesen elfogadotta valik, hogy az adott
kérdéskor is vizsgalhatd matematikai modszerekkel.

Ezzel a folyamattal kapcsolatban hangsulyozzuk, hogy a matematika fejlédése soran id6rél
idére, lényegében ugyanigy megérkeziink az elébbi staciokhoz. A matematika apparatusat
hasznalva mindig ki lehetett alakitani a megfeleld fogalmi kereteket, melyek alkalmasnak
bizonyultak az egyre ujabb és Gjabb teriiletek tanulmanyozasara.

A tobbezer éves tapasztalatok alapjan gy tinik tehat, hogy 1ényegében barmilyen gondolat
mertl is fel, elvi akadalya nincs e gondolat matematikai vizsgalatinak. Ennek megfelelGen,
a matematika tavolrol sem lezart, befejezett tudomany, hanem nagyon is eleven, jelenleg is gyorsan
fejlodo diszeiplina, és ahelyett, hogy lezarulna, egyre tobb kutatasi teriilet lesz aktiv.

2.2 Keretrendszer a modellek vizsgalatahoz, kovetkeztetésekhez

Az eléz6 pontban azt hangsulyoztuk, hogy szinte barmilyen jelenség matematikai modelljét
megalkothatjuk. E modelleket tanulméanyozva aztan kovetkeztetéseket vonhatunk le a kérdéses
jelenséggel kapcsolatban. Ebben a pontban a matematikai jellegli kovetkeztetések természetérol
lesz szo.

Kovetkeztetések  levonasara a  matematika nagyon is pontosan  koriilhatarolt
gondolkodasformakat enged meg. Technikai szempontbol jelenleg azt mondhatjuk, hogy
matematikai vizsgalatokat olyan kérdésekkel kapcsolatban tudunk végezni, melyek modellezheték
az axiomatikus halmazelméletben. Egészen konkrétan koriilirhatd, hogy az elébbi mondat mit
jelent a gyakorlé matematikus (vagy akar barmilyen mas indittatasi gondolkodd) szamara.
A matematikusok egyetemi alapképzésében e konkrét, és tudatos koriilhatarolas hosszl évtizedek
oOta tananyag; ilyen értelemben széles korben hozzaférheto.

Ahogy azt fentebb irtuk, rendkiviil figyelemremélto tapasztalati tény, hogy az axiomatikus
halmazelméletre, mint kiindulépontra alapozva, gyakorlatilag barmilyen kérdéskor vizsgalata
megkezdhetd.

A matematikai levezetések, a tételek vagy az elméletek formaja szigora szabalyrendszernek tesz
eleget (nagyjabol tigy, ahogy a szonettnek, mint versformanak nagyon precizen meg van kotve
a szerkezete). E szigoru formai kovetelmények abban segitenek, hogy a gondolatok helyessége igy
konnyen ellendrizheté; egy matematikai érvelés helyessége az emberi tudattol lényegében
fiiggetlen ténykérdés. Emiatt a matematika kovetkezményfogalma joval objektivebb mas
tudomanyok kdvetkezményfogalméahoz képest. A matematikat kovetkezményfogalmanak ez az
objektivitasa tiinteti Ki a tobbi tudomany koziil.

2.3 A matematika, mint emberi tevékenység

Végiil, szeretnénk hangstulyozni a kiilonbséget a gyakorlé matematikus mindennapi munka-
modszerének jatékossaga és a kész matematikai elméletek latszolagos merevsége kozott.

A matematikus munkaja soran helyes kovetkeztetéseket probal levonni. Intuiciol, meglatasai
sok forrasbol szarmazhatnak, nagyjabdl tigy, ahogy a zeneszerzok, irok, koltok is fantaziavilaguk
tapasztalasait Ontik formaba miiveikben. A matematika el6z6 pontban emlitett szigoru
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szabalyrendszere sohasem azt irja el6, hogy egy adott helyzetben mit kell csinalni, hanem csak azt,
hogy mit szabad — ahhoz hasonléan, mint ahogy a sakkjaték szabalyrendszere is csak azt rogziti,
Iényeglatasara bizza, hogy mikor melyik babuval hajtanak végre megengedett 1épést.

Hogy bizonyos észrevételek, meglatasok, szabalyszertiségek, sot torténetek rekonstrualhatok
a matematikai érvelések szigort formai keretei kozott, az sokszor a természet csodaja, vagy
a matematikus virtu6z fantaziajanak diadala a kaosz felett. A bonyolultabb gondolatmenetek
matematikai rekonstrukcidinak ezért sokszor komoly esztétikai értéke is van. A matematikus
munkaja 1ényegében abban all, hogy az intuitiv forrasbol, fantaziavilagabol szarmazé meglatasait
szabatosan — formai tulajdonsagai kovetkeztében — minden kétséget kizardan, és a lehetd
legaltalanosabban forditsa le a matematika (vagy Kkonkrétabban akar az axiomatikus
halmazelmélet) formalizmusara. A formalizmus egyszeriisége és altalanossaga teszi lehet6vé, hogy
e meglatasok ellendrizhetdk és rengeteg konkrét szituacioban alkalmazhatoak lesznek.

Ez a munka az emberiség k6z6s, soha véget nem érd, csodalatos szellemi kalandja — szamos
gyonyori sikerrel, olykor egyéni tragédiakkal, és rengeteg uj kihivassal, megvalaszolasra vard
kérdéssel.



